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NORME PER LA PUBBLICAZIONE DEGLI ATTI ACCADEMICI

(Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali)

. 1 Rendiconti della Classe di Scienze fisiche, malematiche e naturali si pubblicano, di
-norma, una volta al mese e contengono le NVoze ed i titoli delle Memorie, presentate da Soci
-ed estranei in occasione delle sedute precedenti. Sei fascicoli consecutivi, corrispondenti ad
un semestre, compongono un volume,

2. Le Note di Som ed estranei per 1 Rendiconti della Classe di Scienze fisiche, non pos-
sono oltrepassare le sei pagine di stampa, comprese le eventuali figure e tabelle,

Ove questo limite venisse superato gli Autori saranno tenuti ad un contributo alle
spese di pubblicazione fissato in L. 2.500 (duemila.cinquecento) per ognl pagina in pil;
comunque, I'ampiezza _delle smgole Note non potra oltrepassare le otto pagine.

In linea di massima, non & ammessa la suddivisione di uno stesso lavoro in pilt Note
consecutive da pubbhcars1 a brevi intervalli di tempo.

3. Le Note di estranei all’Accademia debbono essere presentate da Soc1 che ne assu-
mono naturalmente la responsabilitd. Gli estranei possono pubblicare nei « Rendicontis -

di Scienze fisiche sino a tre Note per ogni volume semestrale, ma non pil di una per ogni
fascicolo mensile.

4. E indispensabile che 1 manoscritti siano consegnati, od inviati esclusivamente alla
«Cancelleria » dell’Accademia; che siano:redatti nella -forma definitiva, possibilmente datti-
lografati, oppure scritti in calligraﬁa ben chiara; essi dovranno sempre contenere ’indirizzo
completo dell’Autore.

Nella revisione delle bozze sono da evitare le correzioni «straordinarie» (ciog, quelle
che corrispondcono & rhodificazioni del testo primitivo); le maggiori spese di stampa, even- .
tualmente addebitate dalla Tipografia per questa ragione, saranno a carico degli Autori.

5. Gli Autori sono pregati di restituire le bozze corrette (ed il relativo manoscritto)
entro sei giorni (indirizzando esclusivamente alla «Cancelleria» dell’Accademia).

Non si inviano seconde bozze, a meno che UAutore ne faccia, caso per caso, esplicita
richiesta. In questo caso, perd, la pubblicazione dellavoro subira gli inevitabili ritardi del caso.

6. Se il lavoro da pubblicare & illustrato o completato da figure o tavole fuori testo,
¢ indispensabile che i relativi disegni o fotografie vengano consegnau insieme al manoscritto
e redatti in forma tale da consentirne senz’altro la riproduzione.

Nei riguardi delle Nofe si raccomanda di evitare le figure a colori e quelle che richie-
dessero speciali qualitd di carta per la tiratura. L’Accademia assume a suo carico le spese
di riproduzione sino ad un massimo di L. 1.500 (mille e cinquecento) per ogni Nota.

7. 1 Rendiconti non riproducono le discussioni verbali che si fanno nel seno dell’Acca-
demia; tuttavia, se i Soci che vi hanno preso parte, desiderano ne sia fatta mensione, essi
sono tenuti a consegnarne al Segretario, seduta stante, il testo.

8. Le Note che oltrepassino i limiti indicati al punto 2 e le Memorie propriamente dette,
sono senz’altro iscritte nel volumi accademici se provengono da Soci o da Corrispondenti.
Per le Memorie presentate da estranei, la Presidenza nomina una Commissione la quale esa-
mina il lavoro e ne riferisce per iscritto in una prossima tornata della Classe, concludendo:

4) con una proposta di stampa in esteso o in sunto nelle Memorle accademiche;
&) colla proposta di far conoscere alcuni risultati o considerazioni contenute nel lavoro;
¢) con un. ringraziamento all’autore;
d) con la semplice proposta dell’invio del lavoro agli archivi dell’Accademia.

La Classe & tenuta a pronunciarsi sulle proposte -della Commissione.

9. L’Accademia fornird agli Autori, in prosieguo di tiratura, n. 50 estratti gratuti
senza copertina, ai Soci, € n. 30 estratti gratuiti, senza copertina, agh estranei. Gli Autori
potranno avere n. 50 estratti in pil a pagamento, secondo la tariffa speciale riprodotta in
calce (1), Per gli estratti con tiratura a parte che gli Autori desiderassero, oltre quelli. con-
cessi dall’Accademia, essi dovranno trattare direttamente con la tipograﬁa Bardi (Roma -
Salita dei Crescenzi, 16).

(1) Per n. 50 estratti, in pil:

Pagg. 16 (senza copertina) . L. 610 -

» 8 » » 325
) 4 » » RO 190 !
Copertina (la stessa del fascxcolo) .y 550
Copertina speciale (col. titolo del Iavoro) . » 2150

Roma, 1956 — Dott. G. BARDI, Tipografo dell’Accademia Nazionale dei Lincei.
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Matematica. — Una guestione di approssimazione diofantea e
una proprieta caralieristica deit numeri gquadratici. Nota 1 O di
CorNELIS GERRIT LEKKERKERKER, presentata dal Socio B. SEGRE.

1. Recentemente M. Cugiani ™) ha studiato la distribuzione, sopra P'asse
reale, dei punti P di ascissa
7P —sa
dove « & un fissato numero reale positivo, mentre » ed s percorrono, indipen-

dentemente 1'uno dall’altro, I'insieme dei numeri interi. Indicando con I («)
I'insieme di quei punti P e con

(1) Va=1l20,a:, @, an,-1

lo sviluppo di V&— in frazione continua regolare, i risultati principali di tale
Autore possono venire enunciati come segue:

L'origine & un punto di accumulazione da destra di 1 (o) se, e soltanto se,
la successione a,, a,,a,,--- non & supeviormente limitata, se questa condi-
zione ¢ soddisfatta, Uinsieme 1 (&) & denso su tutto il semiasse a destra dell ori-
gine. Analogamente, I'origine & un punto di accumulazione da sinistrads 1 («)
se, ¢ soltanto se, la successione a,, ay, as,--- non & superiormente limitata, e
linsieme 1 (a) ¢ denso su tutto il semiasse a sinistra dell’ origine se vale que-
stultima condizione.

E perd pit difficile dare informazioni sulla densita di I (x)sui rispet-
tivi semiassi, se le sottosuccessioni dei quozienti parziali relativi alla (1)
sono superiormente limitate. Il Cugiani dimostra soltanto in proposito che
ognuno degli intervalli (0,2 VBZ +1) e (—2 V&—— 1,0) contiene allora sempre
almeno un punto di accumulazione di 1(«). Nel presente lavoro ci propo-
niamo di continuare lo studio dell'insieme I (&) nel caso che la successione
@y, @;, @, ,- -+ sia superiormente limitata.

Porremo VE: 6. Prima di enunciare i teoremi a cui giungeremo in
questa Nota I ed in una successiva Nota II, vogliamo introdurre un certo
insieme, J (0), legato strettamente all’insieme I («). Consideriamo un punto,
di ascissa x, che sia di accumulazione per I («). Allora esiste una successione

(7o) 8, (72 $2), (73, 55) ,+ -+ di coppie di interi non nulli tale che
(2) lim (75— spo) = x;
n—>»0oQ

possiamo supporre, senza limitazione sostanziale, 7, >0,5, >0 (#=1,2,3,- - ).
Evidentemente si ha lim 7, = lim s, = oo, ed inoltre:

n—> 00 7 —> 00
. 7, \ [ 7 7
ry—su o =7y— 5,0 =Si(—”——— )(—— +0>>7n 5n<""”_ —-—e>-
Sy Sn Sn

(*¥) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1956.
(1) Si veda: M. CUGIANI, Sopra una questione di approssimazione diofantea non lineare,
« Bollettino della U.M. I.» (3), 10, 489-497 (1955).
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Quindi abbiamo, in virth della (2)

Jr

. r N
lim (' —0) = o,
0>y S :
steché anche, per la (2),

(3 lim s ( - —0) = sy

NS Sx 20

Inversamente, dalla (3, segue la (2). Indicheremo d’ora in poi con J (6)
I'insieme dei punti di ascissa

dove » e s percorrono, indipendentemente 'uno dall’altro, Uinsieme dei
numeri interi positivi. Indicheremo poi con I' (&) I'insieme derivato di I (&)
(cioé D'insieme dei punti di accumulazione di 1

", ed analogo significato
N I . . N » . " Y ”
avrd J7(0). Allora la proprietd dimostrata sopra viene espressa cosl (con

notazione ovviay:

Supporremo sempre che 0 sia wn wumero (irrazionale) positivo tale che
linsteme dei quozienti parziali wello sviluppo (1) sia superiormente limitata.

Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA A. — Condizione necessaria ¢ sufficiente perché Dinsieme ] (8)
sia discreto & che O sia un numero guadratico.

Com’¢ noto, un numero irrazionale 0 risulta quadratico se, ¢ soltanto
se, lo sviluppo di 0 in frazione continua regolare ¢ periodico da un certo
indice in poi. Il teorema Al ci fornisce una proprietd caratteristica assai diversa
dei numeri quadratici; essa pud esprimersi anche cosi: in ogni intervallo
finito, cade soltanto un numero finito di punti di accumulazione di J (0).

In virtt della {4), il teorema A pud anche essere formulato mediante il

TEOREMA B. ~ Condizione necessaria e sufficiente affinché Iinsicme 1’ (o)
sia discreto é che o sia il quadrato di wn numero quadratico.

Esistono numeri 6 del tipo considerato per i quali l'insieme ] (0) &
abbastanza ricco. Naturalmente, in forza dei risultati menzionati sopra, l'ori-
gine € sempre un punto isolato dell'insieme [ (0). Vale, perd, il

TEOREMA C. — Sia & wun nwmero intero = 6. Allora esistono nwumeri 8
aventi le due seguenti propricta:

12 Dinsteme ] (0) & denso sullasse reale al di fuori dell'intervallo
(— 1]k, 1]k);

28 4l nwwmero O ammette uno sviluppo in frazione continwa regolare
6 =la,,a,,a,, -y an, -1,

dove ay < b—1 per n=1,2, -
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In modo ovvio, questo teorema potrebbe anche essere formulato con
riferimento ai numeri « ed agli insiemi I («).

2. Useremo in seguito le seguenti notazioni:
% denota un numero intero positivo;
@ e b designano numeri interi con ¢ =1, b= 0

L (£) ¢ 'insieme dei numeri 6 > o aventi uno sviluppo in frazione
continua regolare

(5) 0=1lao,a,a, - a, ],
dove an <k per w=1,2,3, --;
Pol9o s D29 » palgs,- -+ indicano le ridotte dello sviluppo (5);
@y, @i, @, ,- - - denotano i quozienti completi dello sviluppo (5), defi-
niti cosi:
“:t:[du,fln+x,fln+2,“-] (m=o0,1,2, --).

Dimostreremo successivamente la sufficienza e la necessarieta della con-
dizione che appare nell’enunciato del teorema A. A tale scopo premetteremo
vari lemmi, anzitutto il seguente che in un certo senso & una generalizza-
zione di un noto teorema sulle ridotte pu/g. *:

LeMMA 1. — Séano v un numero positivo ¢ O un numero di L.(£), ¢ siano

v ed s interi positivi. Supponiamo che

©)

Y .
52

2+ 2

—1;———0}<—L« e —E-—@\<

Allora esistono un intero positivo n e due numeri interi a e b, tali che:
(7) 7= aPn——:r -+ bpnA«z ’ S = afn—1 + an—z;
(8) az1,0<b<a<cl,y) =2 %+ 2°.
(Nel caso che sia n =1, si assuma p_, =1, g, = O).
Dimostreremo poi il teorema C; la dimostrazione sara basata essenzial-
mente su un risultato di M. Hall ®, che vogliamo cosi enunciare:

LEMMA 2. — Ogni numero nell intervallo (VZ — 1,4 2—4) pud scriversi
come la somma di due numert di 1 (4) compresi fra o e 1.

3. DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA I. — Consideriamo dapprima i quozienti
parziali a,. Siccome . < £ per z = 1, valgono le seguenti disuguaglianze

. 1
dn>an+7;_T_'I"

I

* I — P ——
a< Gty e T T he

(2) Si veda ad esempio: HARDY & WRIGHT, An introduction to the theory of numbers,
Oxford (1945), teorema 184, p. 152.

(3) M. HALL, On the sum and product of continued fractions, « Annals of Math. »,
48, 966-993 (1947).
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Ne segue per # = 1

T 1 I I

x N
T T T e R EF Dantan k1)~ R
1 I I 1 I 777»_—1__—.
& T e T G T AT E et @ TF (B ey
Abbiamo dunque
: e - ! ! = P
©) ay +1 +(é+z)3<7§<}}:"m§‘ (n=1,2,---)

Per n =0 si ha @, + 1/(£ + 1) <0 =a) <a,+ 1 —1/(£+ 2); se ne

deduce, in virth della prima relazione (6):
(10) a, << ‘Z_<ao+l-

Cio ci dice che, negli sviluppi dei numeri 6 e 7/s in frazioni continue rego-
lari, gli zeroesimi quozienti parziali coincidono. Denotiamo con z l’indice
massimo tale che in questi due sviluppi i corrispondenti quozienti parziali
coincidano fino all’indice 7 — 1, tale che cioé po/g. , #:/g: - = pn—z/gn—: SiaNO
ridotte anche per il numero #/s, mentre p./g. non lo sia. Allora, dalla teoria
delle frazioni continue, segue che si pud scrivere

v = dPn—: + bpn—-a ) = agy—: + 5971—2 )

dove @ e & sono certi numeri interi con a = 1, 4 = o. Valgono inoltre le
relazioni

e . a;ﬁn——x +4ﬁn—z r a':x n—1 +ﬁn—-2

* e y - K )
2, ?n-—-t ! gn—z s a nqn—r + qn—z

dove a, e a'; sono quozienti completi degli sviluppi di 6 e #/s in frazioni
continue. Sottraendo queste due equazioni a membro a membro, troviamo

6 — ro_ (d;——(l*;) (ﬁn——-x qn-—z—ﬁn——zgn—x)

s (@t )@ g T,

(=" (a, —a",,

@y + 0, ) @00+ 0,_,)

Frm = e+ 5 et 22)

* %
an

Infine sappiamo che p./g, non & una ridotta per il numero 7/s. Ne segue

che &, non & contenuto nell’intervallo (@n , @ 4+ 1). Quindi abbiamo, per
la (9),

I I
% T T X
a, 2

I
> Tt
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eppertanto, facendo uso della seconda relazione (6),

L

”

“-- F2)3 < ' : (9}1

<[ e ey <,
donde
s < 2@y VWA

Allora ¢ anche ag¢, . <<2¢,—, V‘Y (k£ + 2), ossia a << 2 V'Y (£ + 2)%. Cosi il
nostro lemma ¢ dimostrato.

4. Ricordiamo che J (8) ¢ Pinsieme dei punti di ascissa s* ((#/s) — 0)
(r e s interi positivi). Introdurremo ora certi insiemi J, ; (8). Fissati a ¢ §,
indicheremo con J, , (0) I'insieme dei punti di ascissa

b
Lo =P = (agn—r + bgu_s) <w: ﬁ_e>‘

g,y + 09, _,

Sia ¥ un numero positivo, fisso. Consideriamo le frazioni 7/s per le quali
Is* ((r]s) —0) | <. Soltanto per un numero finito di tali frazioni vale la
disuguaglianza |(#/s) — 0| = (1/2 + 2) o valgono le relazioni (7) e (8) con
72 = 1. Dal lemma 1, segue quindi il seguente

COROLLARIO. — Siano dati v >0 ¢ 9eL (k). Allora !'intersezione del-
Dinsieme ] (0) e dell’intervallo (— v ,v) é contenuta, salvo un numero finito
di punti, nell'unione degli insiemi Ja,5 (0) con b < a < c(k,x).

dove » percorre l'insieme dei numeri interi = 2.

5. Faremo spesso uso del seguente
LEMMA 3. — Abbiamo

(a-—ba) (a +b/7"_"x)

n!

(11) . _c(ab) (— 1) — Y . mzz2,az1,6=0),
n 1

dove h,—, & definito dalla relazione
(12> )\n:[au,an—»xy"':(lI] <711‘—I,2,-~‘>,

Infatti,

aﬁn‘l +/ﬁﬂ~1 (l* pll i"'ﬁ,,_{
ag, _, +bg, _, a, anw, + 0y

cu - (49n~—1 "|’ 59»1-—2)2 ( T -

a7, -+ &Qn— 2

- '"[;"—q”:_!“_*'_ 9"_-_ (d baﬂ) (inx G2 Pn—-z gu—-~1>

= (— 1)* (a — ba,) - (‘Z‘ -+ .r)—‘,
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dove
a:l qﬂ—“! + yﬂ—"2 a:‘l —— (ﬂ——éa;) yﬂ"—2
= _“7,,__1 + égn—~2 a a (agn—-—-x _{_ éqn——z»)
a— ba;,
T2l tar,_)’
poiché
[/
= [an~—-x )y @u—2 5" " " d;] :An—x;
g}l*—i
quindi

I d: 1 F Rl § u:l + 1
e e (e T\ —_ e WV o2 _
[ =(=D (a(a-—ba;) + a(b+ak,_.) (—1n) (a —bay) (b -+ an

n—z)

onde segue l'asserto.

6. Considereremo anche gli insiemi derivati J, ; (0), per i quali & ora
facile dimostrare il
LEMMA 4. — Valgono le tre seguenti proprieta:
2 ] (0)=0UT.s0)= U J:0);
ab a,b
b<La
2% ognt insieme Ja,5 (0), e quindi anche ogni insieme J,, (), é limaitato,
32 J'(0) & discreto se, e soltanto se, ogni insieme ], 5 (0) & finito.
Infatti, sia % un punto di accumulazione di J (0), x€ J' (0), e poniamo
y=|x|-+ 1. Allora x & anche punto di accumulazione relativo all’interse-
zione di J (8) con lintervallo (—v,v). Segue dal corollario ottenuto nel
n. 4 che x ¢ punto di almeno uno degli insiemi J, ; (0) con 4 < a.
Poiché d’altro canto, ogni insieme J, ;(0) & evidentemente contenuto
nell’insieme J (0), ne risulta la proprieta 12,
Fissati a ¢ 4, e siccome h,—, = I e @, > 1, si ricava subito dal lemma 3
che linsieme dei numeri g, = £*? & limitato. Vale dunque la proprieta 22
Se J'(6) & discreto, allora Dintersezione di ]’ (6) con un intervallo finito
& finita. E pure finito ogni insieme Ja.s (8), in virtu della proprieta 22 gia
dimostrata. Inversamente, se ogni insieme J, ;(6) & finito, allora ]’ (6) &
discreto, in virtit del corollario del lemma 1 e della proprieta 12. Cosi anche
la proprieta 3* & dimostrata.

7. Otterremo la prima parte del teorema A (enunciato nel n. 1), stabi-
lendo il

TEOREMA 1. — Se O & un numero quadratico, allora linsieme 7 ®) &
discreto.

Infatti, la frazione continua [z, 4, , a,,- - -] ¢ periodica da un certo
indice 7, in poi, e la successione dei quozienti completi @), & periodica a
partire dallo stesso indice. Quindi i numeri . prendono soltanto un numero
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finito di valori diversi. Inoltre, ogni numero A,_, ¢ sviluppabile in frazione
continua, regolare, finita, la quale & puramente periodica se si fa astrazione
dagli ultimi 7, quozienti parziali; al variare di #, il periodo & sempre lo
stesso a meno di una permutazione ciclica. La successione dei numeri A, _,
ha dunque soltanto un numero finito di punti di accumulazione; ¢ possiamo
aggiungere che questi punti di accumulazione corrispondono biunivocamente
ai valori di a), per » = n,.

Dalle osservazioni fatte, e dal lemma 3, segue ora che, fissati a ¢ 4,
la successione dei numeri §, = £ ha soltanto un numero finito di punti
di accumulazione. In altre parole, ogni insieme J, ,(0) & finito. Allora il

lemma 4 ci dice che linsieme ]’ (0) & discreto. Resta cosi dimostrato il
teorema 1I.



Matematica. — Una questione di approssimazione diofantea
¢ una propriels caratteristica det numert gquadratici. Nota 11O di
CornNeLis GERRIT LEKKERKERKER, presentata dal Socio B. SEkGre.

8. Per poter procedere ci occorrono ancora due lemmi, che stabiliremo

questo numero e nel numero successivo.
LEMMA 5. — Siano & ¢ n interi positivi. Allora esiste un numero positivo

€ =¢(n, k), dipendente solo da n ¢ k, tale che vale la seguente proprieta.
Siano T e v due numeri positivi, i cui sviluppi in frasioni continue

regolari siano dati da
C:[éoybx’bz)"'] y
Sia § un numero di L (k) ¢ sia |{—n| <e. Allora si ha

<., — 1.

7):[60)[1’[27".]'

by=1¢, per v=o0,1,2,-

Indichiamo con #uf/u» le ridotte della prima frazione continua e con

bw 1 quozienti completi di questa m=o0,1, 2,-- -). Abbiamo per un #
comunque assegnato
. bty 2,
C = [bo; 5: 3 62)' ] bn——z ) bn] ::“':’"_I""I’“—tl :
bn uﬁ—‘ l+1‘n-—2

7 (____1)71——-1

Nn=-—1
= + * b
% Uy (O 1ty U, )

n-—1
ed ¢ inoltre 1 + 1/(£ + 1) << &, <4+ 1. Un numero positivo 7 soddisfera
all’asserto, se possiamo scrivere

nz[boiéribzy"',én-—x,x], dovex>1,

(*) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1956.



258 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXI ~ novembre 1956

e cioé se

2, (___I)n~t
(13) n = +

[ Uy s ('m‘n — ”n—z)

, dove x> 1.

Osserviamo dapprima che & %, ., < (£ -+ 1)*. Consideriamo poi la fun-
zione ¢ (x) data da

—— I .
(‘D(‘x> - Un—1 <.1’Z¢n——1 +Z¢n——-2>

Essa & decrescente per x > 1, e si ha

I

@ (10— & (1 4 1k + 1) > iy ( (1 1(E + 1) sl -t 2

= A1 : ! g e O
'é+1'<'é+2>ﬂn—x+(é+l)u”“2) >9(é+1)u:_1>9< + ) ’

— = -t —(2n+1),
o (k4 1)—0 (o) cp(/e+l)>(/é+2)u:_x>9(/é+1)

Ne segue che, se ¥ & un numero reale per cui si abbia
o) —y | < 5@+ Dmentn,
esiste un numero x > 1 tale che y = ¢ (x). Da cio scgue il lemma, con
c(n, k) = %(,é 4 )G,

9. LEMMA 6. — Séa 6 wun numero di L (£), 0 = [a,, a., a,,---]. Suppo-
niamo che la successione { a,} abbia soltanto un numero finito di punti di

accumulazione. Allora la frazione continua [a,, a;, a. ,-- -] risulta periodica
da un certo indice in poi.
Siano p;, p.,- -, pe, distinti fra loro, i punti di accumulazione della

successione { a }. Gli sviluppi dei numeri p; in frazioni continue regolari
siano dati da

Pr = [élo:bn,bm:"']s"" P = [.éE'O)&é’x»égzx"'J'

Nessuna di queste frazioni continue & finita, poiché ogni p; & il limite di
una certa successione di numeri appartenenti a L (£) ed & quindi anche
un numero di L (£). Ovviamente g;= 1, e quindi &;, = 1 per /=1, 2,---,¢.

Sia ora #z un intero positivo = g, tale che le frazioni continue finite

[bxo ) b:r ’ 612" ) bx,m—x] T Ty [bgo» ég; 5 65’2 ) ég,m-—-x]

siano distinte fra loro. Poniamo e, = ¢ (2m, £) dove il numero ¢ (2m , £)
si determini col lemma 5 (n. 8). Sia poi 7, un intero positivo tale che, per
ogni indice 7# = #,, la differenza fra «;, ed almeno uno dei punti di accu-
mulazione p; sia minore di ¢, . Allora ad ogni 7 = 7, si pud associare un certo
indice ¢ = 7 (#) =< ¢ in modo che si abbia

(14) | an—pit | <.
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Dalla (14) segue, per la definizione di ¢,, che certamente i primi z quo-
zienti parziali corrispondenti negli sviluppi di @, e p;(, in frazioni continue
regolari coincidono. Di conseguenza, per ogni # = n, Uindice 7 () ¢ deter-
minato univocamente.

Consideriamo ora i g+ 1 numeri n=1,,7,+ 1, -, #,+g. Ad almeno
due di questi & associato il medesimo indice 7 (%); sia 7 (i) = i (n, 4+ p) =7
dove 7, < n, <<n, + p < n,+ g. Allora abbiamo

lan, —pi| <& € | @nip—oi| <%,
mentre 1 < p < ¢ < m. In conseguenza ancora del lemma 3, e per la defi-
nizione di &,, abbiamo dunque
anl—i-lzbjl € aﬂ;‘f‘ﬁ-{-l:bjl per Z:Oyl>2"")27”_1)
e quindi
(15) Aug4? = @y oopyr Pr [=0,1,2, -, 2m—1.
In particolare,

(15" Uy 417= Qn ypr1 PEr [=0,1,2, -, p—1;
si ha poi
‘2111+P+1=aﬂx+2_ﬂ+l Per Z———-O,I,Z,"',ﬂ’l—*l,

in quanto p +m—1 < 2m —1; ne segue che dev’essere

i+ p) =2+ 2p) =
Pud infine ripetersi indefinitamente lo stesso ragionamento, sostituendo sol-
‘tanto #, con #; 4+ p, oppure con %, 42 p, e via dicendo. Di conseguenza abbiamo

t(n, ;- sp)=j7 per §=0,1,2, -,
Ay gesp+1= Qn 11 PEY Z=0y1:2:"‘:P‘"I ¢ §=0,1,2,---

L’ultima relazione fornisce l'asserto.

10. Siamo ora in grado di dimostrare anche la scconda parte del teo-
rema A (enunciato nel n. 1), ossia di stabilire il

TEOREMA 2. — Se J' (0) ¢ discreto, allora O é wun nwumero quadratico.

Dal lemma 4 segue intanto che ogni insieme J,,(0) & finito. In parti-
colare, faremo uso della finitezza degli insiemi J;, (0) e J,.(0), i quali
consistono rispettivamente dei numeri Cf:") e ij").

Supponiamo che la successione a;, a;, a.,--- abbia un numero infinito
di punti di accumulazione. Allora esistono infinite successioni crescenti di
numeri interi positivi

{”(’v’ I),%(Z',2),-'-,%(i,j),~~~} (i: I ’2""):
tali che:
1° la successione dei numeri (— 1)"("’1') 7;5;(’1.’3],) ,con 7,7=1,2,--
tende a un certo limite «, per # (7, j) — oo;
2° la successione dei numeri (—1)"“"¢
tende a un limite «, ;

(z,1)

(i ys COM T, 7 == 1,2,
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37 fissato 7 arbitrariamente, la successione | @iy} ha un limite, p,,
in modo che 1 numeri 5,, 5, -+ risultano distinti fra di loro.
Sioha dunque

{ ; N 1)
im aigpy=p , lim 070070 oy
3 5 ’ . ’ ®i{z, 7}
EE eV J -
: wn e, 1) e, 1)
-— 1, e . > o0
lim (1 Cwie gy = % ; 1,2,

g = o
[ numeri @, 0 = 1,2, -~ eg @=1,2,-) appartengono tutti a L (&),
¢ sono quindi irrazionali; i numeri a, ¢ o, sono finiti ¢ non nulli, per il lemma 4
e 1 risultati del Cuglani richiamati nel n. 1.
Applichiamo ora il lemma 3, con @ = 6 = 1. Troviamo che, per 7 fis-
sato, risulta
. P * N ;oo ’ o
.llﬂ'l (- [z’t(l:ul‘)} \I Jr I,'/)"”(l'.,i)«-l) (i, 5 + I/)\n(l'._i)-x> ey,
7o 00
¢ quindi anche
m (1= (U =) i+ =)™ =0 (= 1,2,
PN

Si ha dunque

. 1 I —p) (1 1) .
lim -——v = 1;, dove gﬁ‘rp—*i-‘- Sl o, (d=1,2, )
F> 00 Ml =1 pi+ T :

Applicando di nuovo il lemma 3, con @ = 2 ¢ 4 = 1, troviamo che & anche

D=, (i == ’2,...)

Abbiamo cosi ottenuto due relazioni colleganti i limiti p; ¢ 7,; eliminando

9

fra esse 7, , si ricava:
1\1, T Ay l\ .TE + (2 Ay I)'ti + o, = 0, con x,; = I - ‘Pt' ‘/1 ==Ly 2,0 ')'

Dunque, nellipotesi fatta, I'ultima relazione sarebbe soddisfatta da un
numero infinito di distinte x;, cid che & assurdo. Pertanto la successione
as, ay, as ,--- non pud che avere un numero finito di punti di accumulazione.

Infine il lemma 6 (n. 9} ci garantisce la periodicita della frazione con-
tinua 6 = [a,, ;, @, ,---]. Quindi 0 & un numero quadratico, cid che com-
pleta la dimostrazione del teorema.

1. Passiamo da ultimo a stabilire il tecorema C (enunciato nel n. 1).
Sia § un numero di L (#—1) e consideriamo 'insicme ], , (8) quale risulta dal

Sy g . 2 [ P , .
n. 4, dato cioé dai numeri g, =75 =g ( e —8)(m=12,3,---). Appli-

”—1 /

cando a questi il lemma 3, con @ = 1 e & = 0, ritroviamo la nota relazione ¥

(:l()) :” :—(]3_1<£‘”'—_I wo)_____::,lg)n_,, (;]:; 2, 3"..).

* 5
P an+l/"n——-x

(4) Si veda ad esempio: O. PERRON, Dje Lekre won den Kettenbriichen, Teubner
(1913), p. 52, 1. 4.
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Faremo vedere che il numero 0 pud essere scelto in guisa che linsieme dei
punti di ascissa (—1)* (@, - 1/ls—:) sia denso su ambedue gli intervalli
(—Fk,—kl4) e (B4, k). Indicheremo tale insieme con G = G (0).

Sia x un punto arbitrario nell’intervallo (%/4, £). Definito il numero
intero ¢ mediante le Vf—w I x—c¢ = ]/2, si ha /4 —¢ < VE, e quindi
c= /e/4—1/5, sicché ¢ = 1; similmente si vede che ¢ < éw(VZ — 1), onde
¢ < k—1. Al numero x — ¢ possiamo ora applicare il lemma 2 (n. 2); cosi
troviamo che il numero x pud venir scritto nella forma

x =x/+xn’

dove ' ed %" sono due numeri di L (4) con c < 2'<Cc+1 e 0o<Tx'<1.
Ovviamente, x & punto di accumulazione di G (0) se esiste una successione
crescente di indici pari #,,%,, -, #:,- -+, tale che si abbia

@, —x I > per i—> co.
i 7

Dimostreremo anzitutto che ogni numero z dell’intervallo (4/4, £) gode di
questa proprietd, e tratteremo in modo analogo lintervallo (— 4, — £/4).

Sia m, , m,,- -, m;, - - Una successione crescente di interi positivi. Per
=1, siano B; (1), B;(2), -+, B; (4™) gli aggregati di m, interi positivi,
tutti < 4. E immediato come si possa costruire una frazione continua tale
che ognuno degli aggregati B;(j), con 1 <7 < 4™ e { = 1, appaia come
successione di mz; suoi quozienti parziali consecutivi; basta mettere l'uno
dopo l'altro, in un qualunque ordine, gli aggregati B, (). Si potrebbero
anche inserire fra due aggregati consecutivi altri interi o aggregati. A noi
occorre considerare una frazione continua regolare

<I7) [a.o:ax’az;"‘]:

che rappresenti un numero di L (#—1) e goda della seguente proprieta.
Scelti a piacere il numero ¢ = 4 I e quattro interi positivi ¢, 7,7,/
con 1 Sc<k—1,7=47,7<4% e i =1, esiste un indice

n=wn(c,c,t,7,7)>m
tale che si abbia:
(—1)=0,a:.=¢;
(“n+r y Bty * "7y d’t-l-m,-) sia l’aggregato B" <]>’
(@n—m;, @uem 415", au—y) sia I'aggregato B, (j).
Osserviamo che l'insieme di tali frazioni continue ha la potenza del continuo.
Riferiamoci ora a due numeri arbitrari " e " di L (4) con ¢ <<x" < ¢-+1

e 0<Cx"'<C 1, dove ¢ sia uno dei numeri 1,2,---, %4+ 1. [ loro sviluppi
in frazioni continue regolari siano dati da

x'=[c9é:’bz)"'] ) x’,2[0y61:£2)'"'J'

Per ogni 7 = 1, siano B:(j:) 'aggregato (6, 4., - -, b,), Bi (ji) 'aggregato
(Cm,') Cmp—r s " ") 51)) e si ponga #; = %(I X Z.:jz' :j;); ”;Z %(”*‘I A :ji:jt")-
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Allora, nella suddetta frazione continua [a,, a.,a,, -], i quozienti parziali

' N 1 ’ el )
as; € ax; sono preceduti dall’aggregato (Cmgs Cmy—z e+, ¢;) € seguiti dall’ag-
gregato (b:, 6., -, bm), mentre a,, = a,, = ¢, n; & un numero pari e #; &
un numero dispari. Ne segue fra I'altro, siccome m; — oo per ¢ — oo, che

‘]iln d:‘i = .lin'l (Zf,l' =[c,b,,0., - ]=4
- 00 7—>» o0
¢
Iim 1/, - = lim i =10, 60565, -] =2,
2—> 0 2= 0

Quindi, poiché gli indici 7; sono pari e gli indici #; sono dispari,

lim (— 1) (a;, + =) = 2"+ 27,

lim (— D@+ o) = — (& +27).
z—> 00

Dalle cose dette segue che, se 6 & il numero di L (4#— 1) rappresen-
tato dalla frazione continua (17), ogni punto degli intervalli (— 4, — 4/4) e
(#[4, %) ¢ di accumulazione per G (8). Ne segue che linsieme J, , (0) & denso
sugli intervalli (— 4/, —1/£) e (1/£, 4/#). Ora, se y & un punto di J(6),
tale ¢ pure ogni punto 7°y, dove m denoti un qualunque intero positivo.
Quindi J (8) ¢ denso sull’asse reale al di fuori dell'intervallo (— 1/£, 1/4),
cio che completa la dimostrazione del teorema C.

Roma, 1956. = Dott. G. Bardi, Tipografo dell’Accademia Nazionale dei Lincei.
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